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tenglamalar sistemasini qaraymiz [1]. , ( )s mU X − orqali (1.1) sistema tub sonlarda yechimga ega bо‘lmay-

digan 1 2 1 2( , , , ), 1 , , , ,s sb b b b b b X≤ ≤   elementlar majmuasini belgilaymiz, ya’ni

( ) { }, 1 2 1 1 1 2 2( , , , ), 1 , , ,s m s s i i i im mU X b b b b b X b a p a p a p≤ ≤ ≠ + + +=   

va , ( )s mU X  tо‘plamning elementlari sonini , ,( ) ( )s m s mE X cardU X= − orqali belgilaylik.

(1.1) sistemani Wu Fang [2] 2 1m s³ +  bо‘lganda o‘rganib, ba’zi qо‘shimcha shartlarda (1.1) sistemaning ye-
chimlari soni uchun asimptotik formula oldgan.

Xitoylik olimlar M. C. Liu va K. M. Tsang [3], (1.1) sistemaning xususiy holi 2 3s m= , =  uchun      

E2,3(X) ≤ Х (2-ε) kо‘rsatkichli bahoni olganlar, bu yerda X  yetarlicha katta haqiqiy son, ε  absolyut effektiv his-

oblanuvchi musbat kichik о‘zgarmas.

I. Allakov [4] yuqoridagi M. C. Liu va K. M. Tsang natijalarini 2 1,9999833ε− <  ekanligini ko‘rsatish orqa-

li yaxshiladi, keyin esa bu natijani (1.1) sistema s n= , 1m n= +  bо‘lgan hol uchun umumlashtirdi [5].

(1.1) sistemaning yechimga ega bo‘lishi quyidagi ikki shartga bog‘liq [1,5]:
a) ixtiyoriy p  tub son uchun

( )1 1 2 2 ( 1 , )i i im m ia l a l a l b modp i s+ + + ≡ , = , 

chiziqli taqqoslamalar sistemasini qanoatlantiruvchi 1 ml l, , , 11 1ml l p≤ , , ≤ − butun sonlar mavjud:

b) biror 1 2 my y y, , ,  musbat haqiqiy sonlari uchun 

1 1 2 2 ( 1,2,..., )i i im m ia y a y a y b i s+ + + = , =  tenglik o‘rinli.

Bu a) va b) shartlarni qanoatlantiruvchi ( )1 2 1 2, ,1 , , ,,, s sb b b bb b b X= ¼ ¼£ £


 vektorlar tо‘plamini 

, ( )s mW X − orqali belgilaymiz.

Keyinchalik I. Allakov va B. X. Abrayev [6,7] da (1.1) tenglamalar sistemasini 2s =  va 4m =  bo‘lganda va 

I.Allakov va B.X.Erdonov [8, 9] 3s =  va 5m =  bo’lganda o’rgandilar. Hamda biror haqiqiy musbat 1 5 ,...,y y  
sonlari uchun 

1 1 2 2 3 3 4 54 5 0, ( 1,2,3)i i i i ia y a y a y a y a iy > =+ + + +

tengsizlik bajarilsa , u holda

( ) ( ) 13 28
3,5 ln lncardW X X B B −−

                               (1.3)
baho o‘rinli ekanligini ko’rsatdilar.

Yuqorida qarab chiqilganlardan kо‘rinadiki 3s =  bo‘lganda 6m =  bо‘lgan hol uchun (1.1) sistemani о‘rgan-
ish haqidagi masala ochiqligicha qolib kelmoqda, chunki bu holat yuqoridagi mualliflarning ishlarida yoritilmagan.

Ushbu ishda biz aynan 3, 6s m= =  bo‘lgan holni ko‘rib chiqamiz, (1.1) sistemada 3, 6s m= =  deb 
faraz qilsak quyidagi sistemani olamiz:

( )1 1 2 2 6 6... 1 2,3i i i ib a p a p a p i= + + + , = , .                            (1.4)
Avvalo (1.4) sistema uchun yechimga ega bо‘lishlik shartlarining bajarilishini tekshiramiz. Ma’lumki, (1.4) 

sistemaning yechimga ega bо‘lishligi yuqoridagi singari musbat yechimga va kongruent yechimga ega bо‘lishlik 

shartlari deb ataluvchi shartlarga bog‘liq. Tushunarliki, ( ) ( )3,6 3,5cardW X cardW X≥ . Bundan va (1.3) dan 
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A( )3,6W X  to’plam yetarlicha ko’p elementga ega ekan deb xulosa qilishimiz mumkin.

Qulaylik uchun biz quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

{ }
1,2,3;
1,6

,|3 | iji
j

B max a
=
=

=
 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

i j k

ijk i j k

i j k

a a a
det a a a

a a a

 
 ∆ =  
 
 

, 
1 , 6,  i j k i j k≤ , ≤ ≠ ≠ .

ijk∆  determinantda ( ), ,i j k  ustunlarni ozod hadlar ustuni bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan determinantni 

( ), ,bjk ibk ijb∆ ∆ ∆  bilan belgilaylik.

Triviallik va xoslikdan qochish uchun koeffitsiyentlarga quyidagi shartlarni qo‘yamiz:

123 124 456. 0.. ,∆ ⋅∆ ⋅ ≠⋅ ∆ ( )123 124 456, ,.. , 1..EKUB ∆ =∆ ∆

2. Belgilashlar va asosiy natija

Faraz qilaylik ija  lar 2 61 1 2 6... 0, ( 1,2,3)i i ia y a y a y i> =+ + +  shartni qanoatlantiruvchi butun 

sonlar bo‘lsin. − haqiqiy sonlar to‘plami va 
ta

...n

n

= × × ×   



 bo‘lsin. X  va N  larni 
( )2expX B δ −

≥  va 5108N B X=                                         (2.1)

munosabatlar yordamida aniqlaylik. (2.1) da δ  juda kichik bo‘lganligi uchun X  va N  lar juda katta son bo‘la-
di. Qulaylik uchun quyidagilarni kiritamiz:

1/90 1/: , : , :Q N L NQ T Qδ δ−= = =                                      (2.2)
(2.1) dan 

B Qδ≤                                                       (2.3)
kelib chiqadi.

Ixtiyoriy y∈  uchun ( ) 2 iye y e π=  va ( )q
ye y e
q

 
=  

 
,

( ) ( ) ( ):
L n N

S y n e ny
< ≤

= Λ∑
                                          (2.4)

bo’lsin. Bu yerda ( )nΛ − quyidagi tenglik yordamida aniqlanuvchi Mangoldt funksiyasi

( )
ln , agar , 1 bo‘lsa;
0, agar bo‘lsa.

k

k

p n p k
n

n p

 = ≥Λ = 
≠

1 1/6N Tτ −=  bo‘lsin.

1 2 31 , ,h h h q Q≤ ≤ ≤  va ( )1 2 3, , , 1h h h q =                            (2.5)
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shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 1 2 3, , ,h h h q  butun sonlar uchun ( )1 2 3, , ,m h h h q  kubni

( ) 3
1 2 3 1 2 3, , , ( , , ) : , 1,2,3i

i
hm h h h q x x x x i
q q

τ 
= ∈ − ≤ = 
 



tenglik bilan 1M  va 2M  larni esa

( ) [ ]31 1 2 3 2 1, , , , , 1 \ ,M m h h h q M Mτ τ= ∪ = +                     (2.6)

tengliklar bilan aniqlaymiz. (2.6) dagi birlashma (2.5) shartni qanoatlantiruvchi barcha 1 2 3, , ,h h h q  lar bo‘yicha 

olinadi. Bundan keyin 1M  ni katta yoylar va 2M  ni kichik yoylar deb ataymiz.

Osonlik bilan ko‘rish mumkinki, uch o‘lchovli ( )1 2 3, , ,m h h h q  lar bir-biri bilan kesishmaydi va [ ]3, 1τ τ+  

sohada yotadi (M.C.Liu va K.M.Tsang [3] da 2n =  holi qaralgan).

Ixtiyoriy ( ) ( )1 2 3 3,6, ,b b b b W X= ∈


 va ( ) 3
1 2 3, ,x x x ∈  uchun 1 1 2 2 3 3bx b x b x b x= + + , 

( )1 1 2 2 3 3, 1,6j j j jx a x a x a x j= + + =  va 

( ) ( ) ( )
1 6

6

1

1 6
,..., ,

, ( 1,2,3)

: ...

ij j i
j

L n n N

a n b i

I b n n

=

< ≤

= =

= Λ Λ

∑

∑


                                         (2.7)
deb olamiz, bu yerda 1 6,...,n n  natural sonlar. U holda (2.4) va (2.6) larga asosan

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 6

1 2 3 1 2
1

b j
j

I b e x S x dx dx dx I b I b
τ τ τ

τ τ τ

+ + +

=

= − = +∏∫ ∫ ∫
  

.               (2.8)
Bu yerda 

( ) ( ) ( )
1

6

1 1 2 3
1

b j
jM

I b e x S x dx dx dx
=

= − ∏∫∫∫


 va ( ) ( ) ( )
2

6

2 1 2 3
1

b j
jM

I b e x S x dx dx dx
=

= − ∏∫∫∫


.

(2.8) ga asosan ( ) ( ) ( )1 2I b I b I b> −
  

 tengsizlik o’rinli. (2.7) ga ko’ra ( ) 0I b >


 yoki 

( ) ( )1 2I b I b>
 

 ekanligi ko’rsatsak (1.4) sistemani tub sonlarda yechimga ega deya olamiz. Bu yerda ( )1I b


 ni 

quyidan va ( )2I b


 ni yuqoridan baholashimiz zarur.

Ushbu ishda kichik yoylar bo’yicha olingan integral uchun quyidan baho olingan ya’ni quyidagi teorema o’rinli 
ekanligi isbotlangan.

Teorema. ( )1 2 3 1 2 3, , , , 1 , ,b b b b b b X≤ ≤  larning ko‘pi bilan 3 1/13X Q−  ta uchliklaridan tashqari barcha 
uchliklari uchun

( ) 3 1/3
2I b N Q−<


baho o‘rinli.
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Teoremani isboti uchun quyidagi lemma zarur bo’ladi.

Lemma. Agar ( )1 2 3 2, ,x x x M∈  bo‘lsa, u holda 

( ) ( ) ( ){ } 1/2 1/8 4
1 2 3min , , lnS x S x S x NB Q N−



o‘rinli.

Isboti. 3 1/2 14R B Q τ −=  bo‘lsin. Dirixlening approksimatsiya to‘g‘risidagi teoremasiga asosan 

( )1 , , 1j jq R l q≤ ≤ =  va ( )1 , 1,2,3j
j

j j

l
x j

q q R
− < =  shartlarni qanoatlantiruvchi ,j jl q  butun 

 
 
 sonlari mavjud. U holda quyidagi baho o‘rinli [10]:

( ) ( ) ( )1/2 4/5 1/2 1/2 4ln , 1,2,3 .j j jS x Nq N N q N j− + + =               (2.9)
Avval

{ } ( ) 11/4
1 2 3min , , 3q q q Q B −≥                                        (2.10) 

ni bajarilishini ko‘rsatamiz. Bu (2.9) bilan birgalikda 

( ) ( ) ( ){ } ( )1/8 1/2 4/5 1/2 1/2 4
1 2 3min , , lnS x S x S x NQ B N N R N− + +

ni beradi. (2.2) va (2.3) larga asosan bu bizga 4.1-lemmani beradi.

Endi (2.10) bajarilishini ko‘rsatamiz. 123 0∆ ≠  ekanligi uchun 

( )1 1 2 2 3 3 / , 1,2,3j j j j ja r a r a r l q j+ + = =  tenglamaning 1 2 3, ,r r r  yechimlari /j jr k q=  

( )1,2,3j =  bo‘lib, bu yerda 1 2 3, ,k k k  butun sonlar ( )1 2 3, , , 1k k k q =  shartni qanoatlantiradi va q  soni 

1 2 3 123q q q ∆  ning musbat bo‘luvchisi. Shunday qilib

3
1 2 3 123 1 2 31 6 .q q q q q q q B≤ ≤ ∆ ≤                                      (2.11)

( )/ , 1,2,3j j j jt x l q j= − =  bo‘lsin. U holda 
1

j
j

t
q R

<  va

( )1 2 3
1 1 2 2 3 3 , 1,2,3j j j j

k k kt a x a x a x j
q q q

     
= − + − + − =     

      .
Bu uchta tenglamadan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

( ) ( )1
1 1 2 2 3 3 123, 1,2,3 ,j

j j j j

k
x A t A t A t j

q
−− = + + ∆ =

bu yerda ijA  bilan ija  elementning algebraik to‘ldiruvchisi belgilangan. Bundan 

( ) ( )2 1 1 1 1
1 2 32 , 1,2,3 ,j

j

k
x B R q q q j

q
− − − −− ≤ + + =  bajarilishini ko‘rishimiz mumkin.
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Endi teskarisini faraz qilaylik, ya’ni { } ( ) 11/4
1 2 3max , , 3q q q Q B −<  bo‘lsin, u holda (2.11) ga asosan 

( ) ( )( ) 12 1 1 1 1 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 32 2B R q q q B q q q q q q Rq q q −− − − −+ + = + + <

( )( ) ( ) ( )
12 11 12 1/4 1/2 1/2 3

1 2 3 3
22 3 3 4 ,
3 6

qB Q B Rq q q Q R Q B Rq
B q

τ−
−− −  < ≤ ⋅ = =      

hosil bo‘ladi. Demak ( ), 1,2,3j
j

k
x j

q q
τ

− < =  va yana (2.11) dan foydalansak

( )( )313 3 1/4 3/4
1 2 3

26 6 3
9

q q q q B B Q B Q Q−≤ ≤ = <

ekanligi kelib chiqadi. Bu tengsizlik 1 2 3, , 1x x xτ τ≤ ≤ +  munosabat bilan birga 1 2 3, , 1k k kτ τ≤ ≤ +  
ekanligini bildiradi.

Shuning uchun ham ( )1 2 3 1, ,x x x M∈  degan xulosaga kelamiz. Bu lemma shartiga zid. Shunday qilib (2.10) 
va demak lemma isbot bo‘ladi.

Endi biz teoremani isbotlashimiz mumkin. Avvalo (2.4) dagi ( )S y  ning aniqlanishi va istalgan 0ijk∆ ≠  
bo‘lganligi uchun

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 6

1 2 5 6

1 1 1 22 2
1 2 3 1 6

,...,0 0 0
,...,

...i j k
L n n N
n n n n

S x S x S x dx dx dx n n
< ≤
= =

= Λ Λ =∑∫∫ ∫

( ) ( )
3

32 log
L n N

n N N
< ≤

 
= Λ 
 
∑ 

                                        
  (2.12)

ega bo‘lamiz. 
Endi Parseval ayniyati, lemma va (2.12) bahodan foydalanib quyidagiga ega bo‘lamiz:

( ) ( )
1 2 3 2

62 2

2 1 2 3
1

j
b b b jM

I b S x dx dx dx
∞ ∞ ∞

=−∞ =−∞ =−∞ =

=∑ ∑ ∑ ∏∫∫∫




( ) ( ) ( ){ }( ) ( ) ( ) ( )
1 1 13 22 2 22 2

1 2 3 1 2 3
1 60 0 0

min , , i j k
i j k

S x S x S x S x S x S x dx dx dx
≤ < < ≤
∑∫ ∫ ∫ 

( ) ( )6 31/2 1/8 4 9 3 3/4 27ln ln lnNB Q N N N N B Q N− −=

.

Shunday qilib ( ) 3 1/3
2I b N Q−≥


 o‘rinli bo‘ladigan ( )1 2 3, ,b b b b=


 lar soni 

( )9 3 3/4 27 6 2/3 3 1/13lnN B Q N N Q X Q− − −<
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dan ko‘p emas. Ya’ni qaralayotgan oraliqdagi barcha ( )1 2 3, ,b b b b=


 larning ko’pi bilan 3 1/13X Q−  ta uch-

liklaridan tashqari barcha uchliklari uchun ( ) 3 1/3
2I b N Q−<


 o’rinli. 
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